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Учебно-методическое пособие подготовлено на  кафедре теоретической и при-
кладной механики В оронеж ского государственног о университета . 

Рекомендуется для студентов 3 курса , обучаю щ ихся по спец иальностям 
010500 – механика  и 010200 – прикладная математика  и информатика  

Н астоящ ее учебно-методическое пособие представляет собой сборник за -
дач, вклю чаю щ ий рекоменда ц ии, советы  и указания по их реш ению , и предна -
значен для студентов дневного отделения, спец иализирую щ ихся по кафедре 
теоретической и прикладной механики. Помимо формулировки заданий даётся 
указание на  литературу, которая мож ет бы ть  использована  при их выполне-
нии. 

В  отличие от предыдущ их изданий в настоящ ее пособие вклю чен ряд но-
вых задач, а  такж е доб авлен раздел об  исполь зовании математического пакета  
Mathcad при выполнении лабораторны х занятий. Э то осущ ествлено как с ц е-
лью  развития практических навыков использования пакетов программ для 
численног о реш ения краевы х задач, так и в силу ряда  тех удобств, которые 
предоста вляю т пакеты  такого класса  для визуализа ц ии результа тов компью -
терного эксперимента . 
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О бщ ие м ет о дич еск ие ук азания к  реш ению  задач  

В о всех задачах формулировка  задания на  исследование одна  и та  ж е: 

В ыпол н и т ь  т е оре т и че ское  и ссл е дован и е  и  у ст ан ови т ь  осн овн ы е  за-
кон ом е рн ост и  и  особе н н ост и  т е че н и я жи дкост и  и  е ё взаи моде йст -
ви я с т ве рдым и  ст е н кам и  кан ал а (и л и  объе ма другой формы , в кото-
ром  прои сходи т  дви же н и е ). 

С этой ц елью  необходимо выполнить  постановку задачи (сформулировать  
конц ептуальную  модель  и построить  математическую ) и дать  краткую  харак-
теристику полученной краевой или нача льно-краевой задачи (математической 
модели). Н айти и изучить  её точное или приближ енное аналитическое реш е-
ние – построить  профиль  скорости и график распределения давления в облас-
ти течения. Получить  выраж ения и вычислить  основные характеристики пото-
ка : расход, средню ю  и максимальную  скорости течения, распределение сдви-
г овы х: компонент тензора  напряж ений (эпю ры  напряж ений), значения интен-
сивности сил трения на  ограничиваю щ их поверхностях и их вращ аю щ его мо-
мента  (для задач с вращ ением ж идкости). Указать  особые точки профиля ско-
рости и эпю ры  напряж ений (точки экстремума , перегиб а ). Получить  выра ж е-
ние для диссипативной функц ии и рассчитать  величину полной диссипа ц ии 
механической энергии, а  такж е определить  коэф фиц иент г идравлического со-
противления и необходимые условия реализа ц ии данног о типа  движ ения. 

Руководствуясь  полученным заданием, студент вы бирает основные физи-
ческие ф акторы , определяю щ ие поведение исследуемого объекта , и ф ормули-
рует его конц ептуальную  или качественную  модель . После этого на  основе 
уравнений Н авье-Стокса  строится соответствую щ ая математическая модель , 
предста вляю щ ая собой совокупность  диф ференц иальны х уравнений и усло-
вий однозначности её реш ения - нача льные и/или граничные условия. Н а  
третьем этапе выполнения задания даётся исследование полученной матема -
тической  задачи, вклю чаю щ ее в себя краткую  характеристику задачи, приве-
дение её к безразмерному виду, определение критериев подобия и оц енку по-
рядков величин, входящ их в математическую  модель . В о многих случаях 
удобно привести систему уравнений к нормальному виду или записать  диф -
ференц иальное уравнение в канонической ф орме. Четверты й этап посвящ ен 
выб ору или разработке метода  реш ения и его применению  к полученной зада -
че. Н а  пятом этапе вы водятся и записы ваю тся выра ж ения для основны х харак-
теристик рассматриваемого проц есса  или явления, которые даю т наиболее ис-
черпы ваю щ ий ответ на  вопрос о возмож ности протекания изучаемого явления 
при тех или ины х условиях. Н а  заклю чительном этапе ра боты  производится 
подготовка  и проведение вычислительного эксперимента  на  персона льном 
компью тере с помощ ью  одног о из развитых математических пакетов, таких 
как, например, Mathcad, Maple, Matlab и т.п. В изуализа ц ия результатов много-
параметрическог о ана лиза  долж на  быть  осущ ествлена  в наг лядной и удобной 
для понимания форме при помощ и развитых гра фических возмож ностей паке-
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та . В ыполнение задания заверш ается ф ормулировкой вы водов об  основны х 
закономерностях и особенностях изучаемог о проц есса  или явления в зависи-
мости от его собственных физико-химических свойств и параметров окру-
ж аю щ ей среды . 

О формление отчета  о выполнении задания осущ ествляется в текстовом 
редакторе MS Word в соответствии с требованиями к лабораторным раб отам 
по компью терному эксперименту. Результа ты  раб оты  в пакете Mathcad встав-
ляю тся в подготовленны й текстовы й документ. 

Д ля определения круга  вопросов, на  которые необходимо дать  ответ в хо-
де выполнения задания, используется литература , указанная в приведенном 
списке. Д ля каж дой  задачи мож ет бы ть  приведена  одна  или несколько ссы лок. 
Студент мож ет воспользоваться лю бой из них. Ссылки на  источники в квад-
ратны х скобках означаю т следую щ ее: номер издания в списке литературы , 
помещ енном в конц е пособия, за тем после двоеточия следую т через точку но-
мера  тома , г лавы , парагра ф а , пункта  и т.д., после чего через запятую  указаны  
страниц ы . 

1. Д вижение жидк о с ти  м ежду параллельным и  пло с к им и  с тенк ам и  
1.1. Т ечение в  п ло с ко м  канале п о д дейс т вием  п ереп ада давления . 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется меж ду параллельными плоскими 

стенками, находящ имися на  заданном расстоянии друг  от друга . Причиной, 
вызы ваю щ ей течение, является действие перепада  давления в кана ле 
[1:2.17,80-81; 2:8.88,435-436; 22:2.11,421-423; 36:2.5,55-56; 40:1.5,32-33; 
45:2.6.2-3,68]. 

1.2. Д виж ение в  п ло с ко м  канале с  о дно й движ ущ ейс я  с т енко й(п ло с кая  задача 
Куэт т а). 
Расстояние меж ду параллельными плоскими стенками задано. В язкая 

ж идкость , находящ аяся меж ду ними, движ ется за  счет перемещ ения одной из 
них в своей плоскости с известной постоянной скорость ю  [1:2.17,79-
80;22:2.11,423-424; 34:4.3,121-124; 36:2.5,51-53; 41:3.5.1,66-67]. 

1.3. Д виж ение в  п ло с ко м  канале с  двум я  движ ущ имис я  с т енками. 
В язкая несж имаемая ж идкость , находящ аяся меж ду двумя пара ллельны -

ми плоскими стенками, движ ется вследствие перемещ ения обеих поверхно-
стей в своих плоскостях с некоторыми заданными скоростями [1:2.17,79-80; 
22:2.11,423-424; 34:4.3,121-124; 36:2.5.1,51-53; 41:3.5,66-67]. 
а ) Д виж ение стенок в противополож ны х направлениях; б ) движ ение стенок в 
одну сторону; в) скорости стенок равны  или различны . 

1.4. Т ечение п о д дейс т вием  п ереп ада давления  в  канале с  движ ущ ейс я  с т ен-
ко й. 

В язкая несж имаемая ж идкость  заполняет пространство меж ду двумя па -
раллельными плоскими стенками, одна  из которы х движ ется в своей плоско-
сти с заданной постоянной  скоростью , а  вторая неподвиж на . В  канале задан 
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перепад давления. Расстояние меж ду стенками известно [22:2.11,423-424; 
34:4.3,121-124; 36:2.5.1,51-53; 67:5.1.1,83-84;]. 

1.5. Т ечение п о д дейс т вием  п ереп ада давления  в  канале с  движ ущ имис я  
с т енками. 
В  плоском горизонта льном кана ле с двумя параллельными плоскими 

движ ущ имися стенками находится вязкая несж имаемая ж идкость . Стенки 
движ утся в своих плоскостях с постоянными скоростями. И звестен перепад 
давления и расстояние меж ду стенками [22:2.11,423-424; 34:4.3,121-124; 
36:2.5.1,51-53; 67:5.1.1,83-84]: а ) стенки движ утся в одном направлении; б ) 
стенки движ утся в противополож ны х направлениях; в) перепад давления мо-
ж ет бы ть  полож ительным или отриц а тельным. 

1.6. Т ечение в  п ло с ко м  накло нно м  канале. 
Д виж ение вязкой несж имаемой ж идкости происходит меж ду пара ллель -

ными плоскими стенками, образую щ ими заданны й угол с горизонтом 
[27:2.17,78-79; 31:7.9,350-353]: а ) наличие перепада  давления вдоль  канала ; б ) 
отсутствие перепада  давления; в) действия перепада  давления и сила  тяж ести 
совпада ю т/не совпадаю т. 

1.7. Д виж ение в  длинно й замкнут о й п ря м о уго льно й п о ло с т и с  движ ущ ейс я  
с т енко й. 
Д виж ение вязкой несж имаемой ж идкости в длинной прямоугольной го-

ризонтальной области вы звано перемещ ением верхней стенки в своей плоско-
сти с постоянной  скоростью . Н иж няя стенка  неподвиж на . Рассматривается 
лиш ь  ц ентральная обла сть  течения без учета  особенностей, вы званных нали-
чием боковы х ограничиваю щ их стенок. 

Примечание: При постановке задачи помимо граничног о условия при-
липания на  каж дой стенке, записы вается условие замкнутости полости [7,48]. 

2. Д вижение жидк о с ти  в прям ых и  к о льцевых трубах 
2.1. Т ечение в  круго в о й цилиндричес ко й т рубе п о д дейс т вием  п ереп ада дав -

ления  (т ечение Х агена-Пуазейля ). 
В  круг лой ц илиндрической трубе заданного радиуса  под действием из-

вестног о перепада  давления движ ется вязкая несж имаемая ж идкость  [1: 
2.17.1,81-82; 2:8.88,433-443; 3:4.4.2,233-235; 22:2.12,427-432; 34:4.5,126-130; 
36:2.5.3,56-58; 40:1.5,33-34; 41:3.5.3,72-75; 45:2.3,52-55; 51:2.5,50-51; 52:1.5,23-
24; 55:9.331,732-733; 67:5.1.2,84-86]. 

2.2. Д виж ение в  ко льцев о й цилиндричес ко й т рубе п о д дейс т вием  п ереп ада 
давления  

В  прямой трубе коль ц евого сечения, образованной соосными ц илиндрами 
заданны х радиусов, вязкая несж имаемая ж идкость  движ ется под действием 
известного перепада  [1:2.17,82; 14:8.3,330-331; 34:4.6,130-132; 36:2.5.4,60-61; 
45:2.4,57-59; 55:9.332.1,734-735] 

2.3.Т ечение меж ду с о о с ными цилиндрами, о дин из ко т о рых движ ет с я . 
В  коль ц евой ц илиндрической трубе, образованной двумя соосными кру-

г овыми ц илиндрами, находится вязкая несж имаемая ж идкость . О дин из ц и-
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линдров движ ется поступательно вдоль  оси с заданной  скоростью , а  второй – 
неподвиж ен [1:2.17,83; 36:2.5.1,53-55; 45:2.3,69-70]: а ) движ ется внутренний 
ц илиндр; б ) движ ется внеш ний. 

2.4. Т ечение меж ду движ ущ имис я  с о о с ными цилиндрами. 
В язкая несж имаемая ж идкость  находится меж ду двумя соосными круго-

выми ц илиндрами, которые поступательно перемещ аю тся с заданными скоро-
стями вдоль  общ ей оси [36:2.5.1,53-55]: а ) движ ение в одну или противопо-
лож ные стороны ; б ) скорости равны  или различны . 

2.5. Т ечение п о д дейс т вием  п ереп ада давления  меж ду цилиндрами, о дин из 
ко т о рых движ ет с я . 
М еж ду соосными ц илиндрами с заданными радиусами под действием из-

вестног о перепада  давления движ ется вязкая несж имаемая ж идкость . О дин из 
ц илиндров неподвиж ен, а  второй движ ется поступательно вдоль  своей оси с 
постоянной скоростью  [36:2.5.4,60-61; 51:7.7,393-395]: а ) внутренний непод-
виж ен; б ) внеш ний неподвиж ен. 
2.6. Т ечение меж ду движ ущ имис я  цилиндрами п ри наличии п ереп ада давления . 

В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется под действием заданног о пере-
пада  давления меж ду соосными круговыми ц илиндрами заданны х радиусов. 
О б а  ц илиндра  перемещ аю тся поступательно вдоль  общ ей оси с известными 
постоянными скоростями [36:2.5.1,53-55; 36:2.5.4,60-61]. 

2.7. Д виж ение ж идко с т и в  замкнут о й ко льцев о й цилиндричес ко й п о ло с т и, 
о дна из цилиндричес ких о блас т ей ко т о ро й движ ет с я , а в т о рая  неп о движ на. 

Д виж ение вязкой несж имаемой ж идкости происходит в замкнутой удли-
ненной коль ц евой области, образованной соосными ц илиндрами, располож ен-
ными г оризонтально. Причиной, вызы ваю щ ей движ ение ж идкости, является 
перемещ ение одной из ц илиндрических поверхностей пара ллельно оси с за -
данной постоянной скорость ю . В торой ц илиндр неподвиж ен. Рассматривается 
лиш ь  ц ентральная обла сть  течения без учета  особенностей, вы званны х нали-
чием боковых ограничиваю щ их стенок: а ) внутренний  ц илиндр движ ется па -
раллельно общ ей оси ц илиндров при неподвиж ном внеш нем ц илиндре; б ) 
внеш ний ц илиндр движ ется, а  внутренний неподвиж ен. 

Примечание: При постановке задачи помимо граничног о условия при-
липания на  ка ж дом из ц илиндров записы вается условие замкнутости полости 
[49]. 

2.8. Т ечение в  накло нно й цилиндричес ко й т рубе. 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется в круглой ц илиндрической тру-

бе, наклоненной к горизонту на  заданный угол [26:2.17,78-79; 31:7.9,350-353]: 
а ) отсутствие внеш нег о перепада  давления; б ) наличие внеш нег о перепада  
давления. 

Примечание: Н аличие угла  наклона  приводит к необходимости учета  дей -
ствия гравита ц ионны х сил. Постановка  задач для наклонны х каналов и труб  
мож ет бы ть  осущ ествлена  и для многих других задач данного и последую щ их 
разделов. 
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2.9. Т ечение в  т рубе эллип т ичес ко го  с ечения . 
Рассматривается течение вязкой несж имаемой ж идкости в прямой трубе 

эллиптического сечения под действием известног о перепада  давления. Э ллипс 
задан длинами его полуосей [1:2.17.2,82-83; 2:8.88,438-439; 55:9.332.2,735-
736]. 

2.10. Т ечение в  т рубе п ря м о уго льно го  п о п еречно го  с ечения . 
Т ечение вязкой несж имаемой ж идкости происходит в прямой трубе, се-

чение которой прямоугольник. Д виж ение вы звано заданным перепадом давле-
ния [2:8.88,439-442]: а ) прямоугольник в сечении; б ) квадрат в сечении. 

2.11. Т ечение в  т рубе т реуго льно го  п о п еречно го  с ечения . 
И сследуется течение вязкой несж имаемой ж идкости в прямой трубе, по-

перечным сечением которой является равносторонний треугольник. Д виж ение 
происходит за  счет заданного перепада  давления. [1:2.17.3,83;2:8.88,439] 

2.12. Т ечение в  т рубе с  с ечением  в  виде гип ербо личес ко го  с егмент а (За-
дача Знаменс ко го ). 

Прямая труба , сечение которой образовано контуром в виде ветви гипер-
болы , пересеченной отрезком прямой, ортогона льным её оси симметрии, ис-
пользуется для течения вязкой несж имаемой ж идкости при заданном перепаде 
давления [18]. 

2.13. Т ечение в  угло в о м  зазо ре (Вт о рая  задача Знаменс ко го ). 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется в уг ловом зазоре прямой  труб ы , 

сечение которой обра зовано ветвью  гиперболы  и пересекаю щ им её отрезком 
прямой, пара ллельной оси симметрии ветви гиперболы  [19]. 

2.14. Т ечение в  угло в о м  канале (Т рет ья  задача Знаменс ко го ). 
Т ечение вязкой несж имаемой ж идкости происходит под действием пере-

пада  давления в канале, образованном пересечением двух плоскостей [20]. 
2.15. Т ечение в  т рубе, о бразо ванно й п о лыми цилиндрами п ря м о уго льно го  

п о п еречно го  с ечения . 
Д ве прямые трубы  прямоугольного поперечного сечения влож ены  одна  в 

другую  и имею т общ ую  ц ентральную  ось . М еж ду ними под действием задан-
ного перепада  давления движ ется вязкая несж имаемая ж идкость . 

2.16. Т ечение в  т рубе, о бразо ванно й п о лыми цилиндрами т реуго льно го  
п о п еречно го  с ечения . 

Д ве прямые трубы  с поперечным сечением в виде равностороннег о тре-
угольника , влож ены  одна  в другую  и имею т общ ую  ц ентральную  ось . Под 
действием заданного перепада  давления движ ется вязкая несж имаемая ж ид-
кость , находящ аяся меж ду трубами. 

3. Вращ ательные движения ж идк о с ти  
3.1. Круго в о е т ечение меж ду вращ ающ имис я  цилиндрами (задача Куэт т а). 
Соосные круговые заданны х радиусов ц илиндры  вра щ а ю тся вокруг  об -

щ ей оси с известными постоянными угловыми скоростями. М еж ду ц илиндра -
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ми находится вязкая несж имаемая ж идкость  [1:2.18,85-86; 22:2.15,449-452; 
34:7.8,134-136; 36:2.5.5,62-64; 41:3.5.2,67-72; 45:5.3-6,110; 51:2.4,48-49; 
52:1.5,24-25; 67:5.1.3,86-87]. 

3.2. Круго в о е движ ение меж ду с о о с ными цилиндрами, о дин из ко т о рых 
вращ ает с я . 

В язкая несж имаемая ж идкость  находится меж ду круговыми конц ентри-
ческими ц илиндрами заданных радиусов. О дин из ц илиндров неподвиж ен, а  
второй вращ ается вокруг  своей оси с постоянной угловой скоростью  [45:5.3-
1,93-95; 67:5.1.3,86-87]: а ) внутренний вращ ается; б ) внеш ний вращ ается. 

3.3. Круго в о е движ ение ж идко с т и в о  вращ ающ ем с я  цилиндре. 
В язкая ж идкость  находится внутри ц илиндра  заданного радиуса , вра -

щ аю щ егося вокруг  своей оси с постоянной уг ловой скоростью . 
3.4. Круго в о е движ ение ж идко с т и в о круг вращ ающ его с я  цилиндра. 
В язкая ж идкость  приводится в движ ение вра щ ением ц илиндра , помещ ен-

ного в нее. Линии тока  леж а т в плоскости, ортог ональной оси вра щ ения 
[55:9.333,736-737]. 

3.5. Д виж ение ж идко с т и, вызванно е вращ ением  дис ка (задача Кармана) 
Т онкий диск заданного радиуса  вращ ается с постоянной угловой  скоро-

стью  вокруг  своей оси в неограниченном объеме вязкой  несж имаемой ж идко-
сти. Т ечение является пространственным [27:2.11,70-73; 35:1.2, 17-20; 67:5.2, 
97-103]. 

3.6. Д виж ение ж идко с т и, вызванно е вращ ением  в  ней т вердо й с феры. 
Сфера  заданного радиуса  вращ ается с постоянной уг ловой скоростью  во-

круг  своей оси в неограниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости 
[55:9.333,737-739]: a) течение является плоским; б ) течение -
пространственное. 

4. Спиральные теч ения ж идк о с ти  
4.1. Т ечение Пуазейля  в о  вращ ающ ейс я  т рубе. 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется под действием осевого перепада  

давления в круглой  ц илиндрической  трубе, вращ аю щ ейся вокруг  своей оси с 
постоянной уг ловой скоростью . 

4.2. Т ечение Пуазейля  в о  вращ ающ ейс я  ко льцев о й т рубе. 
Т ечение вязкой несж имаемой ж идкости, находящ ейся меж ду соосными 

круговыми ц илиндрами, вы звано продольным перепадом давления и вра щ е-
нием ц илиндров с одинаковы  уг ловыми скоростями. 

4.3. С п ирально е т ечение Куэт т а. 
М еж ду соосными круговыми ц илиндрами находится вязкая несж имаемая 

ж идкость . Ц илиндры  вращ аю тся и одновременно поступательно перемещ а ю т-
ся вдоль  своей  общ ей оси с постоянными скоростями. Градиент давления 
вдоль  оси отсутствует [53:6.43,192-196]: а ) один из ц илиндров только вра щ а -
ется; б ) один из ц илиндров только перемещ ается поступательно. 
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4.4. С п ирально е т ечение Куэт т а – Пуазейля . 
В язкая несж имаемая ж идкость , заполняю щ ая пространство меж ду двумя 

круговыми соосными ц илиндрами, движ ется под действием осевого перепада  
давления. Ц илиндры  вра щ аю тся вокруг  своей общ ей оси, но не участвую т в 
поступательном перемещ ении [53:6.43,192-196]: а ) об а  ц илиндра  вращ аю тся; 
б ) вра щ ается только внутренний ц илиндр; в) вращ ается только внеш ний ц и-
линдр). 

4.5. Обо бщ енно е с п ирально е т ечение Куэт т а - Пуазейля . 
В язкая несж имаемая ж идкость  находится меж ду двумя соосными ц илин-

драми, вращ аю щ имися вокруг  своей оси с постоянными уг ловыми скоростя-
ми. Кроме тог о, ц илиндры  перемещ а ю тся поступательно вдоль  своей оси с из-
вестными постоянными скоростями. Задан такж е осевой  перепад давления 
[53:6.43,192-196]: а ) угловые скорости равны ; б ) угловые скорости различны ). 

4.5. Сло ж но е с п ирально е т ечение. 
Д виж ение вязкой несж имаемой ж идкости вы звано осевым перепадом 

давления, поступательным движ ением одного и вра щ а тельным движ ением 
другого ц илиндра  [53:6.43,192-196]: а ) внутренний  вращ ается, внеш ний пере-
мещ ается поступательно; б ) внеш ний вра щ ается, внутренний перемещ ается 
поступательно. 

5. П лёно ч ные теч ения ж идк о с ти  с о  сво бо дно й по верхно с тью  
5.1. Гравит ацио нно е т ечение п ленки ж идко с т и п о  накло нно й п ло с ко с т и. 
Слой ж идкости постоянной толщ ины  под действием собственного веса  

стекает по неподвиж ной наклонной  плоскости, составляю щ ей с горизонтом 
заданны й угол. В ерхняя поверхность  слоя свободная. Н а  ниж ней поверхности 
слоя выполняю тся условия прилипания [1:2.18,84; 2:8.88,436; 3:4.2,236-237; 
22:2.5.11,424-427; 27:12.131,668-671; 34:4.4,124-126; 40:1.3,22-23; 45:2.2,46-50; 
56:6.1.2.1,87-88]. 

5.2. Плено чно е т ечение ж идко с т и п о  движ ущ ейс я  накло нно й п ло с ко с т и. 
Ж идкая пленка  постоянной толщ ины  стекает под действием гра вита ц и-

онны х сил по наклонной плоскости, движ ущ ейся в своей плоскости с посто-
янной скорость ю . В ектор скорости движ ущ ейся поверхности параллелен на -
правлению  стекания пленки [1:2.18,84; 22:2.5.11,424-427; 45:2.2,46-50]: а ) на -
клонная поверхность  движ ется вверх; б ) наклонная поверхность  движ ется 
вниз). 

5.3. Т ечение п о  накло нно й п ло с ко с т и с  учет о м  с ил т рения  
Слой ж идкости постоянной толщ ины  стекает под действием сил тяж ести 

по неподвиж ной наклонной плоскости, образую щ ей с горизонтом известны й 
угол. Н а  свободной верхней поверхности слоя ж идкости действует постоянное 
касательное усилие [1:2.18,84;. 22:2.5.11,424-427; 45:2.2,46-50]. 

5.4. С т екание с ло я  ж идко с т и п о  движ ущ ейс я  накло нно й п ло с ко с т и с  
учет о м  п о в ерхно с т ных с ил т рения  

Ж идкость  в виде слоя постоянной толщ ины  стекает по наклонной по-
верхности, движ ущ ейся в направлении, параллельном линии естественного 
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ската . Н а  верхней поверхности слоя ж идкости действует постоянное касатель -
ное напряж ение [1:2.18,84;. 45:2.2,46-50]: а ) наклонная плоскость  движ ется 
вверх; б ) поверхность  движ ется вниз. 

5.5. С т екание п ленки ж идко с т и п о  накло нно й п ло с ко с т и с  учет о м  с ло ж -
ных граничных ус ло вий на в ерхней п о в ерхно с т и 

Слой ж идкости постоянной толщ ины  под действием собственного веса  
стекает по наклонной плоскости. Н а  верхней границ е слоя действует сдвиго-
вое касательное напряж ение, пропорц иональное скорости движ ения свобод-
ной поверхности: а ) наклонная плоскость  неподвиж на ; б ) – наклонная плос-
кость  движ ется параллельно линии естественного ската  вниз; в – наклонная 
плоскость  движ ется параллельно линии естественного ската  вверх. 

5.6.С т екание п о  го ризо нт ально  п еремещ ающ ейс я  накло нно й п ло с ко с т и 
Т онкий слой ж идкости постоянной толщ ины  стекает под действием сил 

тяж ести по наклонной плоскости, образую щ ей  с г оризонтом известны й угол. 
Н аклонная поверхность  перемещ ается горизонта льно с постоянной скорость ю . 
В ерхняя поверхность  слоя своб одна  (а  – перемещ ение в сторону уклона  плос-
кости; б  – перемещ ение в сторону, противополож ную  уклону плоскости). 

5.7. Гравит ацио нно е с т екание п ленки ж идко с т и п о  верт икально й п ло с ко с т и 
Т онкая пленка  ж идкости медленно стекает по вертикальной плоскости 

под действием гравита ц ионны х сил. Т олщ ина  плёнки считается постоянной 
[27:12.131,669-670]. 

5.8. Гравит ацио нно е с т екание п ленки ж идко с т и п о  верт икально й цилин-
дричес ко й п о в ерхно с т и 

Ж идкость  в виде пленки постоянной толщ ины  стекает по вертикальной 
ц илиндрической поверхности заданного радиуса  под действием собственного 
веса  [45:2.6.2_5,69]. 

5.9. Гравит ацио нно е п лено чно е т ечение ж идко с т и п о  п о в ерхно с т и ко нус а. 
Т онкий слой ж идкости постоянной толщ ины  стекает по поверхности кру-

г ового конуса  с заданными параметрами под действием собственного веса  
[45:2.6.3_20,117]. 

5.10. Сдувание п ленки ж идко с т и, нахо дя щ ейс я  на  го ризо нт ально й п о -
в ерхно с т и 

Плёночное течение ж идкости, находящ ейся на  твердой поверхности, про-
исходит под воздействием воздуш ного потока  над её поверхностью  [27:12. 
132,671-673]. 

5.11. Рас т екание кап ельки ж идко с т и п о  го ризо нт ально й п о в ерхно с т и 
По горизонтальной смоченной поверхности растекается капля ж идкости 

под действием капиллярны х сил. Число Рейнольдса  достаточно мало [64:9.1, 
272-276]: а ) с учетом действия сил В ан-дер-В а аль са ; б ) без учета . О пределяет-
ся краевой угол смачивания и изменение параметров капельки со временем. 

Примечание. И нерц ионные члены  в уравнении движ ения не учиты ваю тся. 
5.11. П о днят ие ж идко с т и в  узко м  кап илляре 
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В  тонком узком капилляре происходит поднятие ж идкости, хорош о сма -
чиваю щ ей поверхность  капилляра  [27:7.67,381-382; 64:9.2,276-280]: а ) без уче-
та  сил В ан-дер-В а альса ; б ) с учетом. 

5.12. Н анес ение т о нко го  с ло я  ж идко с т и на движ ущ уюс я  п о в ерхно с т ь 
(Задача Л андау-Л евича). 

Пластина  вы тягивается с постоянной скорость ю  из неограниченног о объ-
ёма  ж идкости. Н а  её поверхности остается тонкая плёнка  [27:12.133,674-682; 
64:9.3,280-285]. 

5.13.Плено чно е т ечение ж идко с т и п о  п о в ерхно с т и в ращ ающ его с я  дис ка. 
Растекание ж идкости происходит по поверхности диска , вращ аю щ ег ося с 

постоянной уг ловой скоростью  вокруг  оси, ортог ональной его плоскости. Ва-
риант ы: а ) без учета  сил В ан-дер-В а альса ; б ) с учетом. 

6. Д вухсло йные теч ения ж идк о с т и  
6.1. М еж ду параллельными плоскими стенками, находящ имися на  задан-

ном расстоянии друг  от друг а , под действием известног о перепада  давления 
происходит послойное течение двух вязких несмеш иваю щ ихся ж идкостей  с 
различными физическими свойствами. Т олщ ины  слоев обеих ж идкостей  во 
всем канале различны , но постоянны  вдоль  оси кана ла  [45:2.5,60-62]. 

6.2. Под действием г равита ц ионны х сил по наклонной плоскости проис-
ходит двухслойное стекание ж идкой пленки постоянной толщ ины . В ерхняя 
поверхность  ж идкости свободна . Т олщ ины  обоих слоев ж идкости постоянны  
[40:1.3,24-25]. 

6.3. В  круговой ц илиндрической трубе под действием заданного перепада  
давления происходит осесимметричное течение двух вязких не перемеш и-
ваю щ ихся ж идкостей с различными физическими свойствами. Радиус ц илинд-
рическог о потока  одной ж идкости и толщ ина  коль ц евог о слоя другой извест-
ны  и постоянны . 

6.4.М еж ду вращ а ю щ имися ц илиндрами реализуется двухслойное течение 
вязких ж идкостей с различными физическими свойствами. Перемеш ивания 
ж идкостей не происходит. Т олщ ины  слоев известны  и постоянны . 

6.5. Н а  горизонтальной плоскости находится тонкая двухслойная пленка  
ж идкости, на  свободной поверхности которой действует постоянное сдвиговое 
усилие. В  результате этого воздействия реализуется течение в виде двух слоев 
постоянной толщ ины . 

Примечания: 
1. Подобны й подход в постановке задач механики ж идкости использует-
ся при исследовании движ ения стратифиц ированны х сред, биологиче-
ских и некоторы х других ж идкостей  [4,7,9]. 

2. Постановки задач о двухслойны х течениях могут бы ть  осущ ествлены  
и для ряда  других задач, приведенны х в данном пособии. 
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3. О пределенны й теоретический и практический интерес представляю т 
такж е задачи для трехслойны х течений (например, при рассмотрении 
эф фекта  Ф ареуса  – Линдквиста ) или n – слойны х. 

7. Разные задач и  о  движениях тел в вязк о й ж идк о с т и 
Больш инство задач, представленны х в данном разделе, реш ается в рамках 

приближ ения Стокса , когда  инерц ионные члены  в уравнении движ ения не 
учиты ваю тся [1; 24; 43; 50; 66]. 

7.1. Обт екание т вердо й с феричес ко й час т ицы п о с т уп ат ельным  п о т о -
ко м  в язко й нес ж имаем о й ж идко с т и (задача С т о кс а). 

Т вердую  сферическую  частиц у заданног о радиуса  обтекает однородны й 
поступательны й поток вязкой несж имаемой ж идкости с некоторой скорость ю . 
В язкость  ж идкости известна . Получить  выраж ение для силы  взаимодействия 
потока  с обтекаемой частиц ей [2:8.92,458-463]. 

7.2. Задача о  движ ении ш ара в  нео граниченно й в язко й ж идко с т и. 
Т вердое ш арообразное тело движ ется с невысокой постоянной скоростью  

в неограниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости. [40:2.2,48-49] 
7.3. Задача о  движ ении с феричес ко й кап ельки в  нес ж имаем о й ж идко с т и, 

с  ко т о ро й не п ро ис хо дит  с меш ив ания  (задача А дамара - Рыбчинс ко го ). 
К апля вязкой несж имаемой ж идкости заданны х размеров движ ется с из-

вестной  постоянной невысокой скоростью  в другой вязкой  ж идкости беско-
нечного объема , не смеш иваясь  ней. [27:8.70,393-400] 

7.4. Задача о  с хло п ывании с феричес ко й каверны в  в язко й ж идко с т и 
(Обо бщ енная  задача Брезант а-Релея ). 

В  неограниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости, которая нахо-
дится в состоянии покоя, внезапно возникает сферическая полость  заданного 
радиуса . Т ребуется найти изменение давления в лю бой точке ж идкости, ра -
диуса  пузырька  и время заполнения полости ж идкостью . Д авление вдали от 
каверны  постоянно [54: 4.5,136-141]. 

7.5. Задача о  ко лебании газо в о го  п узырька в  в язко й ж идко с т и (о бо бщ енная  
задача Релея ). 

Н ебольш ой г азовы й пузырек соверш ает колеб ательные движ ения в неог -
раниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости под воздействием г армо-
нических колеб аний давления вдали от пузырька . А мплитуда  и частота  коле-
б аний заданы . Т ребуется определить  влияние вязкости ж идкости на  изменения 
радиуса  пузырька  [33:2.8.19,225-240]. 

7.5. Вс п лывание с феричес ко го  п узырька в  п о ко я щ ейс я  в язко й ж идко с т и. 
Газовый  пузырек достаточно малого заданного размера  всплы вает в по-

коящ ейся ж идкости с заданной г лубины  [30:5.5,178-183]. 
7.6. Д виж ение п о рис т о й с феричес ко й час т ицы в  нео граниченно й ж идко с т и. 
Ш арик из пористого материа ла  движ ется с невысокой постоянной скоро-

стью  в неограниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости. Т ребуется по-
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лучить  выраж ение для силы  сопротивления, действую щ ей на  частиц у [Ж уров 
А .И ., Полянин А .Д ., Потапов Е .Д .//И зв.А Н  СССР.Сер.М Ж Г.1995,№ 3. С.113-
120]. 

7.7. Д виж ение в  нео граниченно й ж идко с т и т вердо й с феричес ко й час т ицы, 
п о крыт о й п о рис т ым  с ло ем . 
Ш арик из твердог о недеформируемого материа ла , покрыты й пористым 

сферическим слоем постоянной толщ ины , движ ется с невысокой постоянной 
скорость ю  в неограниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости [В а син 
С.И ., Старов В .М ., Ф илиппов А .Н .//К оллоид.ж урн. 1996. Т .58, № 3. С.298-302]. 

7.8. Д виж ение в  нео граниченно й ж идко с т и т вердо й с феричес ко й час т ицы, 
п о крыт о й т о нким  с ло ем  ж идко с т и 
Ш арик из твердого недеформируемого материала , покрыты й сфериче-

ским слоем ж идкости постоянной толщ ины , движ ется с невысокой постоян-
ной скоростью  в неограниченном объеме вязкой  несж имаемой ж идкости, не 
перемеш иваю щ ейся с ж идкой оболочкой. 

7.9. Обт екание кап ель с  мембранно й фазо й. 
О днородны й поток ж идкости с заданными физическими свойствами об -

текает каплю  другой ж идкости, на  поверхности которой находится в качестве 
оболочки или мембраны  тонкий  сферический слой ж идкости третьег о сорта  
[40:2.2,49-50]. 

7.10. Д виж ение п о рис т о й с феричес ко й час т ицы, п о крыт о й т о нким  
ж идким  с ло ем , в  нео граниченно й газо в о й с реде. 

Ш арик из пористого материала , покрыты й тонкой пленкой ж идкости по-
стоянной  толщ ины , движ ется с невысокой постоянной скорость ю  в неограни-
ченном объеме г аза . Т ребуется получить  выраж ение для силы  сопротивления, 
действую щ ей на  движ ущ ую ся частиц у. 

7.10. Вс п лывание газо в о го  п узырька, п о крыт о го  ж идко й о бо ло чко й. 
Газовый  пузырек достаточно малого размера , покрыты й тонким слоем 

ж идкости, всплы вает в покоящ ейся ж идкости другог о сорта , не перемеш ива -
ясь  с ней [Johnson R.E., Sadhal S.S. // Ann. Rev. Fluid Mech. 1985 v.17 pp.289-
320]. 

7.11. Вс п лыв ание рас т в о ряющ его с я  газо в о го  п узырька в  п о ко я щ ейс я  
ж идко с т и. 

Газовый  пузырек достаточно малого размера  всплы вает с заданной г лу-
бины  в вязкой ж идкости, растворяясь  в ней. Н ачальная конц ентрац ия и рас-
творимость  г аза  в ж идкости известны  [70]. 

7.12. Д виж ение в  в язко й ж идко с т и с феричес ко й о бо ло чка из п о рис т о го  
мат ериала. 

В  неограниченном объеме вязкой несж имаемой ж идкости движ ется сфе-
рическое тело, представляю щ ее собой достаточно тонкую  оболочку из порис-
того материала  конечной толщ ины . Т ребуется получить  выраж ение для силы  
сопротивления, действую щ ей на  частиц у, а  такж е установить  основные зако-
номерности движ ения ж идкости внутри оболочки. 
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8. Ко нвек т ивные теч ения вязк о й ж идк о с ти . 
8.1. Т еп ло п ередача через движ ущ ийс я  с ло й ж идко с т и. 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется в плоском канале под действием 

заданног о перепада  давления. Стенки кана ла  имею т различные температуры . 
О пределить  плотность  тепловог о потока  через движ ущ ийся слой ж идкости 
[67:12.6.2,280-281]. 

8.2. С в о бо дно -ко нвект ивно е т ечение меж ду верт икальными п ло с ко с т я ми. 
Т ечение ж идкости происходит в вертика льном замкнутом плоском кана -

ле, стенки которого имею т постоянные, но различные температуры  [49:2.14.2, 
239-243]. 

8.3. С в о бо дно -ко нвект ивно е т ечение в  накло нно й щ ели. 
Е стественная конвекц ия в ц ентральной области замкнутой наклонной 

щ ели [49:2.14.2.4,246-247] ( а  – ниж няя сторона  имеет более вы сокую  темпе-
ратуру; б  – верхняя сторона  имеет более вы сокую  температуру). 

8.4. Д иффузия  в  п ло с ко м  ламинарно м  п о т о ке ж идко с т и. 
Ж идкость , содерж ащ ая примесь  некоторого вещ ества , движ ется в плоско 

параллельном канале. Н а  ниж ней стенке происходит оса ж дение примеси, че-
рез верхню ю  стенку перенос вещ ества  не происходит [68]. 

8.5. Ко нвект ивная  диффузия  в  с ис т еме с  п о луп ро ницаем о й мембрано й 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется в плоском канале, содерж ащ ем 

полупрониц аемую  мембрану, параллельную  стенкам канала . Конц ентра ц ия 
некоторог о вещ ества  по разные стороны  мембраны  различна . О пределить  ос-
новные закономерности проц ессов массопереноса  в системе [68]. 

8.6. Д иффузия  в  п ерио дичес ко м  п о ле с ко ро с т и. 
Ж идкость  соверш ает движ ения вдоль  некоторого направления по г армо-

ническому закону во времени и по ортогональной к направлению  движ ения 
координате. К онц ентрац ия вещ ества  в ж идкости имеет градиент вдоль  на -
правления движ ения [17:1.6,77-80]. 

9. Теч ения в сис тем ах с  про ницаем ым и  по верхно с тям и  
В о всех задачах данного раздела  реш ение ищ ется методом малого пара -

метра , в качестве которог о вы бирается число Рейнольдса , рассчиты ваемое по 
скорости вдува /отсоса . 

9.1. Т ечение меж ду п араллельными п о рис т ыми с т енками (Задача Бермана). 
В язкая несж имаемая ж идкость  движ ется под действием заданного осево-

г о перепада  давления меж ду параллельными плоскими пористыми стенками, 
находящ имися на  известном расстоянии друг  от друга . Через пористые стенки 
осущ ествляется вдув или отсос ж идкости с некоторой постоянной  скоростью  
[15:5.1,143-145]. 

Вариант ы: а ) вдув; б ) отсос; в) через одну стенку вдув, а  через вторую  
отсос; г ) одна  из стенок изг отовлена  из пористого материа ла , а  вторая – не-
прониц аема ; д) вдув под уг лом к поверхности стенок; е) вдув/отсос не равно-
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мерны й; ж ) вдув под уг лом по/против направления потока  в канале; з) течение 
в наклонном канале с учетом сил гравита ц ии. 

9.2. Т ечение в  канале с  п о рис т ыми с т енками, о дна из ко т о рых движ ет с я . 
В  плоском кана ле, образованном пористыми пластинами, под действием 

заданног о перепада  давления движ ется вязкая несж имаемая ж идкость . О дна  из 
стенок кана ла  перемещ ается в своей плоскости с известной  постоянной скоро-
стью , а  вторая неподвиж на . 

Вариант ы: а ) вдув/отсос через обе стенки; б ) вдув/отсос через неподвиж -
ную  стенку; в) вдув/отсос через движ ущ ую ся стенку; г ) вдув/отсос под углом 
к плоскости стенки; д) только движ ущ аяся стенка  пористая; е) из пористого 
материала  только неподвиж ная стенка ; ж ) неравномерны й вдув/отсос; з) пере-
пад давления и скорость  движ ения стенки в одну и ту ж е сторону/в противо-
полож ные стороны ; и) отсутствует осевой перепад давления; к) через одну 
стенку вдув, а  через другую  отсос; л) вдув под уг лом по/против направления 
потока ; м) течение в наклонном канале с учетом сил гра вита ц ионны х сил; н) 
двухслойное течение не перемеш иваю щ ихся ж идкостей. 

9.3.Д виж ение ж идко с т и в  п ря м о линейно й т рубе из п о рис т о го  мат ериала. 
Под действием заданного перепада  давления в прямолинейной трубе кру-

г ового сечения движ ется вязкая несж имаемая ж идкость . Через прониц аемые 
стенки трубы  осущ ествляется вдув/отсос с заданной постоянной скоростью  
[14:5.2,157-160]. 

Вариант ы: а ) сечение трубы  эллиптическое / прямоугольное / треуголь -
ное / сегмент с параболой или гиперболой; б ) сечение трубы  коль ц евое круго-
вое / эллиптическое / прямоугольное / треугольное / сегмент с пара болой или 
г иперболой. 

9.4. Гравит ацио нно е т ечение п ленки ж идко с т и п о  накло нно й п ло с ко й п о -
рис т о й п о в ерхно с т и 

Под действием гравита ц ионны х сил по наклонной плоскости из пористо-
г о материала  происходит пленочное стекание вязкой несж имаемой  ж идкости. 

Вариант ы: а ) вдув/отсос; б ) наклонная поверхность  перемещ ается в своей 
плоскости с постоянной скорость ю ; в) вдув/отсос под углом к наклонной 
плоскости; г ) вдув/отсос под углом к плоскости по/против линии ската ; д) 
двухслойная пленка . 

9.5. Д виж ение ж идко с т и, вызванно е вращ ением  в  ней п ро ницаем о го  дис ка 
Д иск из пористого материа ла  вращ ается в неограниченном объеме вязкой 

несж имаемой ж идкости с постоянной скоростью . Д авление по разные стороны  
диска  различно [13:2.8,34-41]. 

9.6. Вращ ат ельно е движ ение ж идко с т и меж ду п о рис т ыми цилиндрами. 
Соосные круговые ц илиндры  из пористого материа ла  вращ аю тся вокруг  

об щ ей  оси с некоторыми заданными постоянными угловыми скоростями. Че-
рез одну ц илиндрическую  поверхность  происходит вдув, через другую  отсос 
со скоростями, обеспечиваю щ ими нулевой  суммарны й расход. 
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9.7. С п иральные т ечения  меж ду п о рис т ыми цилиндричес кими п о в ерхно -
с т я ми 

Т ечение вязкой несж имаемой ж идкости, находящ ейся меж ду соосными 
пористыми круговыми ц илиндрами, вы звано продольным перепадом давления 
и вра щ ением ц илиндров с одинаковы  угловыми скоростями. 

10. Реш ение авто м о дельных к раевых задач  по гранич но го  с ло я 
10.1. Реш ение авт о м о дельно й задачи Блазиус а о бт екания  п лас т ины. 
В язкая несж имаемая ж идкость  обтекает тонкую  пластину конечной длины . 

В ектор скорости набег аю щ его потока  вдали от пластины  параллелен её плос-
кости. Число Рейнольдса  достаточно велико [67:7.5,129-135]. 

10.2. Реш ение авт о м о дельно й задачи Ф о лкнера – С кэн (мет о до м  п ри-
с т релки). 

Поток вязкой несж имаемой ж идкости обтекает клин таким образом, что 
его скорость  вдали от него пропорц иональна  некоторой степени расстояния от 
передней критической точки [67:9.1,156-158]. 

10.3. Реш ение задачи П о льгаузена о  с в о бо дно й ко нвекции о ко ло  верт и-
кально й п лас т ины. 

Пластина  заданны х размеров помещ ается в вязкую  несж имаемую  ж ид-
кость  с температурой, отличной от температуры  пластины  [49:1.3.3,75-78; 
67:12.8,303-307]. 

10.4. Реш ение задачи о  ко нвект ивно й диффузии к п ло с ко й верт икально й 
п о в ерхно с т и. 

Н а  плоской вертикальной поверхности, находящ ейся в вязкой  несж имае-
мой ж идкости, происходит достаточно бы страя г етерогенная реакц ия с вещ е-
ством, растворенным в ж идкости. Д виж ение ж идкости возникает вследствие 
изменения конц ентрац ии вблизи реакц ионной поверхности [27:2.23,133-142]. 

10.5. Задача о  п ло с ко й зат о п ленно й с т руе (задача Ш лихт инга-Бикли). 
Струя несж имаемой  вязкой ж идкости вы текает из тонкой продольной щ е-

ли в полупространство, заполненное такой ж е средой [59:4.3,118-121; 
67:9.7,176-179] 

10.6. Задача о б о с ес иммет рично й зат о п ленно й с т руе (задача Ш лихт инга). 
В язкая несж имаемая ж идкость  истекает в виде струи из небольш ого круго-

вого отверстия в плоской стенке в полупространство этой ж е среды . Закрутка  
потока  отсутствует [1:2.23,118-121; 67:11.2,224-227]. 

10.7. Т ечение в  о крес т но с т и крит ичес ко й т о чки 
Н атекание вязкой несж имаемой ж идкости на  плоскую  поверхность , распо-

лож енную  ортогонально направлению  потока  ж идкости (а  – плоская задача ; б  
– пространственная задача ) [67:5.2,92-97]. 

10.8. Т ечение в  с леде за т ело м . 
В  безграничной неподвиж ной вязкой ж идкости движ ется некоторое тело, 

за  которым образуется течение типа  своб одной струи [8]. 
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11. Нестацио нарные движения вязк о й несж им аем о й ж идк о с ти  
11.1. Т ечение, вызванно е внезапно  п риведенно й в  движ ение п ло с ко й с т енки 

(I задача С т о кс а). 
Плоская стенка , ранее покоивш аяся, внезапно начинает двиг аться в своей 

собственной плоскости с некоторой  постоянной скоростью  [67:5.1.4,87-89]. 
11.2. Разго нно е т ечение в язко й ж идко с т и в  п ло с ко м  канале. 
В  бесконечно длинном плоском канале находилась  неподвиж ная ж идкость . 

В  некоторый  момент внезапно возникает перепад давления, в дальнейш ем со-
храняю щ ий свое первоначальное значение [67:5.1.7,89-90]. 

11.3. Т ечение в язко й ж идко с т и вблизи ко леблющ ейс я  п лас т ины (II задача 
С т о кс а). 

Н еограниченная плоская стенка  соверш ает в своей плоскости установив-
ш иеся г армонические колеб ания [67:5.1.7,90-91]. 

11.4. Разго нно е т ечение в язко й ж идко с т и в  кругло й цилиндричес ко й т рубе. 
В  прямой трубе с круговым сечением ж идкость  начинает двиг а ться под 

действием внезапно налож енного постоянного перепада  давления [67:5.1.7,89-
90]. 

11.5. Пульс ирующ ее движ ение в язко й ж идко с т и в  п ло с ко м  канале. 
Д виж ение вязкой ж идкости в плоском канале осущ ествляется под действи-

ем установивш ег ося изменяю щ егося по г армоническому закону перепада  дав-
ления. 

11.6. Пульс ирующ ее движ ение в язко й ж идко с т и в  кругло й цилиндричес ко й 
т рубе. 

Установивш ееся пульсирую щ ее движ ение ж идкости происходит под дей -
ствием г армонически изменяю щ егося со временем перепада  давления 
[2:8.91,455-458]. 

12. Задач и  выч ис лительно й гидро динам ик и  
12.1. Д виж ение ж идко с т и или газа в  п ло с ко й п ря м о уго льно й п о ло с т и с  

движ ущ ейс я  верхней с т енко й (задача Кавагут и). 
В  замкнутой прямоугольной полости конечны х размеров верхняя стенка  

движ ется в своей плоскости с заданной скорость ю , а  три другие – неподвиж ны  
[Kawaguti M. // J. Phys. Soc. (Japan). 1961. v.16, N.11. pp.2307-2315]. 

12.2. Т ечение в  канале с  о дино чным  ус т уп о м  (Задача Симуни). 
В  плоском прямолинейном канале под действием заданного перепада  дав-

ления движ ется вязкая несж имаемая ж идкость . Н а  некотором расстоянии от 
входа  канал имеет уступ, то есть  резкое изменение ш ирины  в одну из сторон 
[Симуни Л.М . // И нж енерный  ж урн. 1964. т.4,№ 3. С.446-450]: а) п ря м о й ус -
т уп ; б) о брат ный ус т уп . 

12.3. Т ечение в  п ло с ко м  канале с  п ря м о уго льно й я м о й. 
В  плоском прямолинейном канале имеет место ста ц ионарное течение вяз-

кой несж имаемой ж идкости под действием заданного перепада  давления. Н а  
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ниж ней стенке канала  имеется прямоугольное уг лубление с заданными пара -
метрами [Mills R.D. // J. Aeronaut. Soc. 1965. V.69, N.658. pp.714-718]. 

12.4. Т ечение в  п ло с ко м  канале с  о дино чным  п ря м о уго льным  выс т уп о м . 
В  плоском прямолинейном канале происходит ста ц ионарное течение вяз-

кой несж имаемой ж идкости под действием заданного перепада  давления. Н а  
ниж ней стенке канала  имеется небольш ой прямоугольны й вы ступ с заданны -
ми параметрами [Гвоздков Н .Н . Ра згонное течение нью тоновскйой ж идкости. 
В ГУ , 1976. 12 с.]. 

12.5. Т ечение в  п ло с ко м  канале с  разделяющ ей п лас т ино й. 
Плоский прямолинейны й канал имеет обратны й уступ с разделяю щ ей пла -

стиной конечной длины . В  канале движ ется вязкая несж имаемая ж идкость  
[Симуни Л.М . // Гидродинамика . В ып.2. Пермь , 1970. С.17-180]. 

12.6. Т ечение в  п ло с ко м  канале, внезапно  рас ш иряющ ем с я  в  о бе с т о ро ны. 
Т ечение вязкой несж имаемой ж идкости происходит под действием пере-

пада  давления в плоском канале, которы й внезапно расш иряется в обе сторо-
ны . И звестным считается: а  - расход ж идкости, б  – перепад давления [Lewis 
J.P., Pletcher R.H. // Trans. ASME: JBE, 1986. N.2. pp.284-294]. 

12.7. Т ечение в  п ло с ко м  канале, внезапно  с уж ающ ем с я  в  о бе с т о ро ны. 
Т ечение вязкой несж имаемой ж идкости происходит под действием пере-

пада  давления в плоском канале, которы й внезапно суж ается в обе стороны . 
И звестным считается: а  - расход ж идкости, б  – перепад давления [Durst F., 
Schierholz W.F., Wunderlich A.M. // Trans ASME: JFE. 1987, N.4 pp.376-387]. 

12.8. Т ечение в  п ло с ко м  канале с о  в с т ав ками. 
В  прямолинейном плоском канале, содерж ащ ем прямоугольные периоди-

чески располож енные вста вки, под действием заданного перепада  давления 
движ ется вязкая несж имаемая ж идкость ю . 

12.9. Д виж ение ж идко с т и в  круго в о м  цилиндричес ко м  с о с уде ко нечно й вы-
с о т ы, вызванно е вращ ением  ее крыш ки с  п о с т о янно й угло в о й с ко ро -
с т ью (Задача Д о рфмана). 

В язкая несж имаемая ж идкость  полностью  наполняет круглы й ц илиндриче-
ский сосуд, верхняя стенка  которого вращ ается с постоянной угловой  скоро-
стью  вокруг  своей оси [Д орфман Л.А ., Романенко Ю .Б . // И зв. А Н  СССР. Сер. 
М Ж Г, 1966. № .5. с.63-68]. 

12.10. Задача о  гидро динамичес ко м  в о лчке (Задача Т арунина- Я ким о ва). 
К оль ц евая обла сть , образованная конц ентрическими ц илиндрами конеч-

ны х размеров и плоскими основаниями, раскручивается в течение заданного 
промеж утка  времени с некоторым постоянным угловым ускорением. После 
чего внеш нее усилие снимается, и вра щ ение волчка  происходит по инерц ии 
при действии сил трения [Т арунин Е .Л., Якимов А .А . // И зв. А Н  СССР. Сер. 
М Ж Г, 1988. № 2. С.37-42]. 

12.11. С меш ение п ло с ких ламинарных с т руй (Задача Л о йцянс ко го -Симуни). 
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И з регулярно располож енны х конечны х отверстий в плоской стенке в по-
лупространство вы текает та  ж е ж идкость  [Симуни Л.М . // И зв. А Н  СССР. Сер. 
М Ж Г, 1966, № 1. С.149-150]. 

12.12. Развит ие ламинарно й с т руи в  п ло с ко м  канале (Задача Вулис а) 
В  полубесконечны й плоский канал, заполненный  вязкой ж идкостью , через 

торц евое конечное отверстие втекает струя этой ж е ж идкости [В улис Л.А ., 
Д ж ауг аш тинК .Е . // ПМ Т Ф . 1968, № 6. С.120-123]. 

12.13. Ч ис ленный анализ я вления  с хло п ыв ания  кавит ацио нно го  п узырька. 
В  неограниченном объеме вязкой ж идкости мгновенно возрастает давле-

ние, под действием которого происходит смыкание сферической г азовой по-
лости [Ivany P.D., Hemmit F.G. // Trans. ASME: Ser.D J. Bas. Eng 1965. N.4]. 

12.14. Д виж ение и ис п арение кап ли в  выс о ко т ем п ерат урно м  газо в о м  п о -
т о ке. 

Н ебольш ая сферическая капля попадает в вы сокотемпературны й г азовы й 
поток с теплофизическими параметрами, отличными от параметров ж идкости. 
Кинематические характеристики капли и потока  такж е различны  [29, 40, 45, 
68, 70]. 

12.15. С в о бо дно  - ко нв ект ивно е движ ение в язко й ж идко с т и в  п ря мо уго ль-
но й п о ло с т и. 

В  замкнутой прямоугольной полости, боковые стенки которой нагреты  до 
некоторы х постоянны х, но различны х температур, движ ение возникает за  счет 
действия архимедовы х сил. Горизонтальные поверхности: а ) теплоизолирова -
ны ; б ) изготовлены  из хорош о проводящ ег о тепо материала  [10, 49]. 

П ри ме чан и е : При реш ении задач данного парагра ф а  используется метод 
установления. В  качестве начального условия удобно зада вать  распределения 
скорости и давления, соответствую щ ие статическому равновесию  в системе. С 
этой ц елью  мож но воспользова ться постановками соответствую щ их задач, на -
пример, из [73]. Граничные условия такж е долж ны  бы ть  при этом преобразо-
ваны  к неста ц ионарному виду путем введения коэф фиц иента  « г раничног о ус-
тановления» , предлож енног о Н .Н . Гвоздковым [20]. 
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13. П рим ер выпо лнения  задания 
В  качестве примера  дается излож ение реш ения задачи Ха гена -Пуазейля 

для ламинарного течения в круглой ц илиндрической трубе при заданном пе-
репаде давления - задача  №  2.1. 

13.1. Разработ ка задан и я дл я и ссл е дован и я 
В ыполнить  теоретическое исследование и установить  основные законо-

мерности и особенности изотермического течения однородной вязкой несж и-
маемой ж идкости в прямолинейной трубе круговог о поперечног о сечения под 
действием заданного перепада  давления. Н айти распределение скорости и 
давления в трубе, определить  закон изменения расхода  от величины  перепада  
давления, построить  профиль  скорости и эпю ру сдвиг овы х напряж ений, рас-
считать  коэф фиц иент г идравлическог о сопротивления, а  такж е величину дис-
сипац ии механической энергии. 

13.2. Ф орму л и ровка кон це пт у ал ь н ой (каче ст ве н н ой и л и  фи зи че ской) моде -
л и  т е че н и я 

Пренебрег ая краевыми эф фектами, мож но рассмотреть  течение ж идко-
сти в бесконечной круглой  ц илиндрической  трубе радиуса  0r  под действием 
г радиента  давления, обусловленног о падением давления 0p∆ на  участке задан-
ной протяж енности 0l . Предпола г ается, что установивш ееся течение является 
осесимметричным с линиями тока , пара ллельными оси трубы . Д ействие мас-
совы х сил не учиты вается, а  на  внутренней поверхности трубы  выполняется 
условие прилипания. Рассматривается изотермический проц есс, и ж идкость  
считается несж имаемой средой с заданными физическими свойствами ρ  - 
плотность , µ  - вязкость . Причиной, вызы ваю щ ей движ ение, является перепад 
давления вдоль  трубы . 

Рис.1. О б щ ая схема  течения ж идкости в круглой ц илиндрической трубе 

13.3. П ост рое н и е  мат е мат и че ской моде л и  
Поскольку область  течения является ц илиндрической, то рассмотрение 

соответствую щ ей математической модели ц елесообразнее проводить  в систе-
ме координат такж е ц илиндрической (r,θ,z). Полные уравнения Н авье – Сто-
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кса , описы ва ю щ ие ламинарное течение вязкой несж имаемой ж идкости, в ц и-
линдрической системе координат имею т следую щ ий вид [1, 2]: 
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г де ρ - заданная плотность , ν = µ /ρ - кинематический коэф фиц иент вязкости, 
µ - коэф фиц иент вязкости, назы ваемы й «динамическим» ; p - давление; rv , θv , 

zv  - компоненты  вектора  скорости; 2∇  - оператор Лапласа , имею щ ий в ц илин-
дрической  системе координат следую щ ий вид: 
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Упрощ ение исходны х уравнений (1)-(4) производится с учётом сформу-
лированны х ранее гипотез, определяю щ их качественную  или конц ептуальную  
модель  реального течения. В  силу ста ц ионарности и осесимметричности тече-
ния все частные производные по времени и координате θ равны  нулю , то есть  

0=∂∂ t/vi  и 0=θ∂∂ /vi  для i  = r,θ,z и 0=θ∂∂ /p . Поскольку массовые силы  не учи-
тываю тся, то все fi в уравнениях (1)-(4) надо полож ить  равными нулю . 

Д алее, так как вектор скорости v параллелен оси z, то он имеет лиш ь  одну 
компоненту, отличную  от нуля, то есть  v=(0,0, zv ) или 0≡≡ θvvr . В  этом случае 
из уравнения неразры вности (4) непосредственно следует, что 

0=
∂
∂

z
vz ⇒ )r(vv z = , 

то есть  неизвестная величина  zv  не зависит от переменной z и является лиш ь  
функц ией пространственной координаты  r, то есть  компонента  скорости 

)r(vv z = . 
Кроме того, из уравнений (1) и (2) получаем 

0=
∂
∂

r
p

)z(pp =⇒ . 

С учётом всег о вы ш еизлож енного уравнение (3) упрощ ается и мож ет бы ть  за -
писано через обыкновенные производные вместо частны х 
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dz
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.     (6) 

В  обыкновенное диф ференц иа льное уравнение (6) входит две неизвестные 
функц ии - )r(vv =  и )z(pp = , зависящ ие от разны х переменны х. Следовательно, 
левая и правая части уравнения (6) долж ны  бы ть  равны  некоторой константе, 
которая определяется с учетом дополнительны х условий относительно неиз-
вестной  функц ии p=p(z). Д ействительно, если 

1C
dz
dp

=  или 0
2

2
=

zd
pd ,    (7) 

то после его интегрирования находим, что 21 CzC)z(p +=  и для нахож дения 
функц ии )z(pp =  достаточно задать  два  граничных условия, например, 

000 p)(p:z == ;   1p)l(p:lz == .  (8) 

Д ля интегрирования уравнения (6) после определения константы  1C  необхо-
димо сформулировать  условия однозначности определения функц ии )r(vv = . 
М ож но задать  два  следую щ их граничных условия: 

0rr = :  ( ) 00 =rv ,      (9) 

0=r :  0=
∂
∂

r
v .    (10) 

Первое из них представляет собой выраж ение условия прилипания или непро-
скальзывания ж идкости на  внутренней поверхности трубы , а  второе – условие 
отсутствия особой точки у профиля скорости на  оси трубы . Э то условие экви-
валентно физическому предполож ению  о невозмож ности неограниченного 
возрастания значения скорости на  оси трубы  и её симметричности относи-
тельно оси Z. 

13.4. Иссл е дован и е  пол уче н н ой мат е мат и че ской моде л и  
Т аким образом, предлож енная модель  представляет соб ой совокупность  

двух двухточечны х краевы х задач (7.2), (8) и (6), (9), (10) для линейны х об ык-
новенны х диф ференц иальны х уравнений  второго порядка  с постоянными ко-
эффиц иентами относительно двух неизвестных функц ий – v(r) и p(z). Причем 
краевая задача  для функц ии )z(p  интегрируется отдельно от второй  краевой 
задачи для функц ии v(r). Д ля таких краевы х задач реш ение сущ ествует, един-
ственно, а  их уравнения допускаю т непосредственное прямое интегрирование. 

В  построенной математической модели пять  числовы х параметров, каж -
ды й из которы х мож ет принимать  значения из некоторого диапазона  допусти-
мы х значений. 

13.5. П ре образован и е  мат е мат и че ской моде л и  
Преж де всего необходимо выполнить  анализ подобия полученной задачи. 

С этой ц елью  определим характерные величины  или масш та бы  для зависимы х 
и независимы х переменны х. Д ля пространственны х переменны х они опреде-
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ляю тся интерва лом, на  котором происходит их изменение – для радиальной 
координаты  – радиус трубы  0r , для осевой – длиной трубы  0l , в которой из-
вестно падение давления 100 ppp −=∆ .Поэтому приведение этих переменны х к 
безразмерному виду мож но выполнить  следую щ им образом: 

0r
r=ξ ,  

0l
z=ζ ,  

10

1
pp

ppP
−
−

= .   (11) 

Д ля скорости мы  не мож ем указать  характерную  величину, используя исход-
ные данные задачи. В  этом случае в качестве нормирую щ ей величины  мож но 
выбрать  такую  комбинац ию  известных данны х, чтобы  она  совпадала  по раз-
мерности с размерностью  скорости. О бозначим эту неизвестную  величину че-
рез ∗v  и выполним приведение к безразмерному виду уравнения (6). 

ζµ
−

=










ξξ
+

ξ
∗

d
Pd

l
ppd

d
Vd

r
v

0

10
2

2

2
0 d

V1 . 

Т ог да  на  основании равенства  порядков величин, характеризую щ их б аланс 
внеш него перепада  давления и сил внутреннего трения, мож но заклю чить , что 
в качестве характерной величины  для скорости ∗v  мож ет бы ть  вы бран ком-

плекс 
µ

∆

0

2
00

l
rp . Т о есть  безра змерная скорость  мож ет бы ть  введена  по правилу 

µ
∆

=

0

2
00

l
rp

vV .      (12) 

В  новы х безразмерных переменны х совокупность  двух полученных краевы х 
задач перепиш ется в следую щ ем виде: 

- для функц ии )(P ζ получаем простейш ее уравнение - 02

2
=

ζd
Pd , которое 

долж но бы ть  проинтегрировано с учетом граничны х условий 

0=ζ : 10 =)(P , 1=ζ : 01 =)(P ;   (13) 

- для функц ии )(V ξ  уравнение имеет вид 
ζ

=
ξξ

+
ξ d

Pd
d
Vd

d
Vd 1
2

2
, а  граничные 

условия для него   0=ξ : 0=
ξd
Vd , 1=ξ : 01 =)(V .       (14) 

О тметим, что в правой части уравнения (14) стоит константа , которая опреде-
ляется из предш ествую щ его интегрирования краевой задачи (13). Д ругой осо-
бенность ю  полученного реш ения является отсутствие безразмерны х числовы х 
параметров в уравнениях и краевы х условиях. В  случае, когда  такие парамет-
ры  содерж атся в построенной модели, необходимо рассмотреть  все возмож -
ные предельные случаи с ц ель ю  последую щ ег о оты скания возмож ны х асим-
птотических реш ений задачи. 
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13.6. Нахожде н и е  ре ше н и я двухточе чн ых крае вых задач 
Прямое двукратное интегрирование уравнения (13) даёт выраж ение 

21 CC)(P +ζ=ζ , 

подстановка  которог о в граничные условия (13) приводит с нахож дению  кон-
стант интегрирования - 11 −=C , 12 =C . О кончательное выраж ение для распреде-
ления безра змерног о давления имеет вид 

ζ−=ζ 1)(P .      (15) 

С учетом найденного реш ения (15) уравнение (14) примет вид 

11
2

2
−=

ξξ
+

ξ d
Vd

d
Vd . 

Левая часть  последнего уравнения мож ет б ыть  представлена  в ином виде, а  
само уравнение запиш ется следую щ им обра зом: 

11
−=








ξ

ξ
ξξ d

Vd
d
d  или ξ−=








ξ

ξ
ξ d

Vd
d
d . 

Проинтегрировав последнее уравнение один раз, получим 

3
2

2
1 C

d
Vd

+ξ−=
ξ

ξ  или 
ξ

+ξ−=
ξ

3
2
1 C

d
Vd . 

Е щ ё раз выполним интегрирование полученного уравнения и найдём выра ж е-
ние для V 

43
2

4
1 ClnC)(V +ξ+ξ−=ξ .     (16) 

О пределим константы  интегрирования. Т ак как функц ия )(V ξ долж на  бы ть  
ограничена , а  её производная долж на  бы ть  равна  нулю  при 0=ξ , то необходи-
мо полож ить  константу 03 =C . Константа  4C  определяется из второго гранич-

ного условия (14) и имеет значение, равное 
4
1 . Т аким обра зом, окончательное 

выраж ение для безразмерной скорости потока  в трубе запиш ется следую щ им 
образом: 

( )21
4
1

ξ−=ξ )(V .     (17) 

13.7. Ан ал и з пол у че н н ого ре ше н и я 
Преж де всего требуется убедиться, что полученные выраж ения (15) и (17) 

являю тся реш ением краевой задачи. После их подстановки в уравнения (13) и 
(14) последние тож дественно удовлетворяю тся. Затем убеж даемся, что выпол-
няю тся и г раничные условия. 

Т еперь  требуется проанализировать  поведение полученных реш ений 
только лиш ь  как функц ий соответствую щ их аргументов. Е сли бы  в выра ж ения 
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безразмерного давления или скорости входили какие–либо числовые парамет-
ры , то следовало бы  выполнить  исследование зависимости реш ения от пара -
метра , а  такж е рассмотреть  предельные случаи, кода  этот параметр изменяется 
в области своих допустимы х значений. Ф ункц ия )(P ξ  линейно убы вает на  от-
резке [0,1], принимая значения на  его конц ах равные, соответственно, 1 и 0. 
Ф ункц ия является монотонно убы ва ю щ ей с постоянным уг лом наклона , рав-
ным –1. Поведение её представлено на  рис.2а . 

a) б ) 
Рис.2 В ид функц ий )(P ζ (рисунок - а ) и )(V ξ  (рисунок – б ). 

Ф ункц ия )(V ξ  представляет собой правую  ветвь  «перевернутой»  и подня-
той вверх по оси ординат пара болы . Ф ункц ия монотонно убы вает на  отрезке 
[0,1] по параболическому закону, в точке 0r  обращ ается в ноль . В  точке 0=r  её 
производная обращ ается в ноль . Ф ункц ия является выпуклой на  всем отрезке. 
М аксима льное значение её, достиг аемое в точке 0=r , равно 

4
1 . 

13.8. В ычи сл е н и е  осн овн ых характ е ри ст и к потока 
Распределение скорости по сечению  трубы  определяется выраж ением, 

получаемым после перехода  от безра змерной  функц ии )(V ξ  к размерной )r(v  

( ) ( )22
04

1 rr
zd
pdrv −








−

µ
= .    (18) 

Профиль  скорости изображ ён на  рис.3(а ). 
И спользуя реш ение (16), мож но получить  выраж ение для объемного рас-

хода  ж идкости. С этой ц елью  достаточно вы брать  элементарную  площ адку в 
ортогона льном сечении трубы  dldrdS ⋅= , где dr  - элементарное приращ ение 
радиальной координаты  от произвольной точки в сечении трубы  с координа -
тами ),r( θ , dl  - элементарное изменение по дуговой координате θ . О тметим, 
что θ⋅= drdl . Э лементарны й  расход через площ адку dS мож но определить  
как произведение скорости на  площ адь  элементарной поверхности, то есть  

dS)r(vdQ ⋅= . 

Полный расход ж идкости через поперечное сечение трубы  определится путем 
интегрирования выра ж ения для dQ  по всему сечению  

V(ξ) 

1 0 

1/4 

ξ

P(ζ ) 

1 0 ζ 

1 
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∫ ∫ θ⋅=
π2

0 0

0r
ddrr)r(vQ  

Т а к как подинтегральная функц ия не зависит от переменной θ, то выра ж ение 
для определения расхода  мож но записать  в виде одномерного интеграла  

∫π=
0

0
2

r
dr)r(rvQ .     (19) 

После подстановки выраж ения для скорости из (18) в выра ж ение (19) и интег -
рирования находим 









−

µ
π

=
zd
pdrQ

8

4
0  или 

0

4
00

8 l
rp

Q
µ

∆π
= .    (20) 

Полученное соотнош ение (20.2) выраж ает известный  классический результат 
механики ж идкости – закон Га гена  – Пуазейля [1]: 

П ри  у ст ан ови вше мся л ам и н арн ом  дви же н и и  вязкой н е сжи мае мой 
жи дкост и  в ци л и н дри че ской т рубе  кругового се че н и я се ку н дн ый объ-
е м н ый расход жи дкост и  пропорци он ал ь н о пе ре паду  давл е н и я н а е ди -
н и цу  т рубы  и  че т ве рт ой ст е пе н и  е ё ради уса (и л и  ди ам е т ра). 
В ыра ж ение (20.2) мож ет бы ть  представлено такж е в другом виде 

Q
r
lp
4

0

0
0

8
π

µ
=∆ ,     (21) 

соответствую щ ем закону сопротивления, которы й ф ормулируется следую щ им 
образом: 

П ри  у ст ан ови вше мся л ам и н арн ом  дви же н и и  вязкой н е сжи мае мой 
жи дкост и  паде н и е  давл е н и я в ци л и н дри че ской т рубе  кругового се че -
н и я пропорци он ал ь н о се ку н дн ому  объе м н ому  расходу , вязкост и  жи д-
кост и  и  дл и н е  т рубы , а т акж е  обрат н о пропорци он ал ь н о че т ве рт ой 
ст е пе н и  е ё ради уса (ди ам е т ра). 
В ыра ж ение (21) мож ет б ыть  преобразовано к традиц ионному виду, если 

ввести в него величину, определяемую  как средняя скорость  течения – отно-
ш ение объемного расхода  к площ ади поперечног о сечения, 

0

2
00

8 l
rp

S
Qv

µ
∆

=≡ .      (22) 

Поскольку в г идравлике принято записы вать  закон сопротивления в виде 

2

2

0
vp ρ

ς=∆ , 

то сопоставление полученного выраж ения с (21) позволяет получить  выра ж е-
ние для коэф фиц иента  г идравлическог о сопротивления 

0

064
d
l

Re
=ς ,      (23) 
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г де 0d  = 02r - диаметр трубы , 
µ

ρ
= 0dv

Re  - число Рейнольдса . 

Т ак как в трубе круглого сечения местные гидравлические сопротивления 
отсутствую т, то из (23) с учетом того, что 

hd
l0λ=ς , 

г де hd  - г идравлический диаметр канала , определяемый как отнош ение учет-
верённоё площ ади поперечног о сечения канала  к его периметру 

,Sdh Π
=

4  

находим выра ж ение для гидравлического коэф фиц иента  сопротивления тре-
ния 

Re
64=λ .      (24) 

О тметим, что выра ж ение (24) является результатом точного аналитического 
реш ения поставленной задачи. 

М аксимальное значение скорости течения в трубе, достиг аемое на  её оси, 
равно 

µ
∆

=
4

2
0 o

max
rpv .      (25) 

Сравнивая полученное выра ж ение (25) с выраж ением для средней  скорости 
(22), устана вливаем весьма  полезное соотнош ение меж ду maxv  и v  

vvmax 2= ,      (26) 

показы ва ю щ ее, что максима льная скорость  ровно в два  раза  превосходит ве-
личину средней скорости потока  в трубе. 

Распределение давления по длине трубы  определяется линейной зависи-
мостью  от осевой координаты  

( ) ( )
0

100 l
z

pppzp −−= ,    (27) 

то есть  скорость  падения давления в потоке определяется отнош ением вели-
чины  полног о падения давления к длине трубы  (падение давления на  единиц е 
длины  канала ). 

 

а )    б ) 
Рис.3 Профиль  скорости (а ) и эпю ра  сдвиговы х напряж ений (б ). 



 28 

Распределение напряж ений и другие динамические характеристики дви-
ж ения ж идкости определяю тся компонентами тензора  напряж ений. В  случае 
модели вязкой несж имаемой нью тоновской ж идкости для ц илиндрической 
системы  координат они имею т вид [1:8.64,с.411] 
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Д ля рассматриваемой  задачи подстановка  реш ения (17) в ф ормулы  (28) с 
учётом того, что лиш ь  осевая компонента  скорости отлична  от нуля, приводит 
к выраж ениям 

pppp zzrr −=== θθ , r
zd
pdpp zrrz 








−−==

2
1 , 0==== θθθθ zzrr pppp . (29) 

Э пю ры  сдвиг овы х компонент тензора  напряж ений предста влены  на  рис. 3(б ). 
Следовательно, сдвиговые напряж ения в ж идкости пропорц иона льны  

г радиенту давления и расстоянию  от оси трубы . Э пю ра  сдвиговых напряж е-
ний представлена  на  рис.3. М аксимальное значение напряж ения имею т на  
стенках трубы . В еличина  интенсивность  сил трения, действую щ их на  внут-
ренней поверхности труб ы , определяется касательным напряж ением на  стенке 

0

00
20 l

rpp rrrzw
∆

=−≡τ
= .     (30) 

Е сли восполь зоваться выраж ением для средней скорости потока  в трубе 
(22), то мож но получить  ещ е одно полезное соотнош ение, связы ва ю щ ее вели-
чину интенсивности сил трения со средней  скоростью  

0
4

r
v

w
µ

=τ .      (31) 

Т о есть  интенсивность  сил трения определяется линейной зависимостью  от 
скорости потока  и вязкости среды  и обратно пропорц иональна  радиусу трубы . 

Расчет числа  Рейнольдса  для оц енки возмож ности ламинарного реж има  
течения удобно проводить  с использованием следую щ ей ф ормулы : 

0
2

3
00

4 l
rpRe

µ

ρ∆
= . 

К оэф фиц иент трения для круглой ц илиндрической трубы  рассчиты вается 
как отнош ение интенсивности сил трения на  стенке к гидродинамическому 
напору [12] 

Rev
c w

f
16

2
1 2

=
ρ

τ
≡ .     (32) 
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Полученное выраж ение позволяет установить  ф ормулу, связы ва ю щ ую  коэф -
фиц иент трения fc  и гидравлический коэф фиц иента  сопротивления трения λ , 
определяемы й выра ж ением (24), 

fc4=λ .      (33) 

Д ругой не менее ва ж ной формулой, используемой при проведении расче-
тов г идросистем, является ф ормула  Д арси-В ейсб а ха  [12, с.156], определяю щ ая 
потери давления по длине трубопровода , 

g
v

r
lc

g
ph fg 2

2

0

00 =
ρ
∆

≡ .     (34) 

Расчёт диссипативной функц ии Рэлея, характеризую щ ей переход меха -
нической энергии потока  в тепло за  счет действия сил внутреннего трения в 
ж идкости, осущ ествляется по ф ормуле [1, с.78-79] 
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а  полная энергия, переходящ ая в тепло за  единиц у времени во всём об ъеме 
трубы , вычисляется путем интегрирования выра ж ения (35) по этому объёму 

0
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0
0 12

2
0

l
rpdr)r(DlE

r

кин µ
∆π

−=∫π−=& .    (36) 

П рим еч ания: 
1. Д ругие вопросы  и формулы , которые способствую т более г лубокому 

предста влению  о характере течения ж идкости и её взаимодействия с окру-
ж аю щ ими твердыми поверхностями, студент определяет самостоятельно, ис-
пользуя список литературы , помещ енный  в конц е методического пособия. 

2. В  случае, когда  исследуется течения с вра щ ением ж идкости, то необхо-
димо провести вычисление момента  сил, действую щ их на  движ ущ ийся поток, 
используя тот ж е метод перехода  от элементарного участка  ко всей поверхно-
сти, как и в случае определения расхода  ж идкости через поперечное сечение 
трубы . 

3. После получения всех выраж ений, способствую щ их изучению  основны х 
закономерностей  и установлению  особенностей течения, необ ходимо разрабо-
тать  проект для компью терного эксперимента  и выполнить  его реализа ц ию  с 
помощ ью  персона льного компью тера . В  качестве программного обеспечения 
рекомендуется исполь зовать  один из математических пакетов (Mathcad, Ma-
ple, Mathlab и т.п.). 

13.9. В ыводы . Закл юче н и е  
1. При ламинарном реж име течения вязкой несж имаемой ж идкости в круг лой 
ц илиндрической трубе падение давления пропорц ионально секундному 
объёму движ ущ ейся ж идкости и длине труб ы , а  такж е обратно пропорц ио-
нально четвёртой степени её радиуса . 
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2. При заданном перепаде давления объёмный расход ж идкости в трубе про-
порц иона лен четвертоё степени радиуса  трубы  и обратно пропорц иона лен 
её длине. 

3. Профиль  скорости является параб олическим, а  её максима льное значение 
достиг ается на  оси трубы  и определяется выраж ением (25). 

4. И зменение давления в круг лой ц илиндрической трубе происходит по ли-
нейному закону, от его начального значения 0p  до значения на  вы ходе 1p  с 
постоянным градиентом, определяемым отнош ением перепада  давления к 
длине труб ы . В  лю бом ортогональном сечении трубы  давление постоянно. 

5. Э пю ра  сдвиговы х напряж ений  представляет собой линейную  за висимость  
– от нулевог о значения на  оси трубы  до максимального значения на  её 
стенках, определяемого выраж ением (30). 

6. М аксимальное значение скорости ровно в два  раза  превосходит средню ю  
скорость  потока . 

7. При увеличении вязкости ж идкости величина  скорости, её среднее и мак-
симальное значения, объёмны й расход и диссипац ия механической энер-
гии уменьш аю тся, а  сдвиг овые напряж ения в ж идкости и трение на  стен-
ках трубы  не изменяю тся. 

8. При заданном перепаде давления с ростом радиуса  трубы  расход возраста -
ет в биквадратичной за висимости. 

9. К оэф фиц иент гидравлического сопротивления трения обратно пропорц ио-
нален числу Рейнольдса  с коэф фиц иентом пропорц иональности, равным 
64. 

10. Д иссипац ия механической энергии пропорц иона льна  квадрату перепада  
давления и кубу радиуса  трубы  и обратно пропорц иона льна  её длине и 
вязкости текущ ей  ж идкости. 

11. При ламинарном ста ц ионарном реж име движ ения ж идкости в прямой тру-
бе круговог о сечения ни одна  из вычисленны х кинематических и динами-
ческих характеристик не зависит от плотности ж идкости. 

14. Рек о м ендации  по  испо льзо ванию  пак ета Mathcad. 
С ц елью  исследования вида  профилей скорости и эпю р сдвиговы х напря-

ж ений, а  такж е расчета  основны х характеристик потока  в зависимости от его 
параметров используется математический пакет Mathcad (См., например, Гур-
ский Д .А . В ычисления в MathCAD. М инск: Н овое знание, 2003. 814 с.). Зада -
ние на  выполнение реш ения задачи в Mathcad’е состоит из двух частей. 

Д окумент Mathcad’а  долж ен содерж ать  загол овок, вклю чаю щ ий номер и 
« ш апку»  реш аемой задачи, ф амилию , имя и отчество, курс и номер г руппы  
студента , выполняю щ его реш ение. После этого указываю тся входн ы е  дан н ы е  
задачи , определенные студентом самостоятельно, и числовые значения с со-
ответствую щ ими комментариями об  их содерж ательном смысле. Т ребуется 
записать  такж е единиц ы  измерений для каж дой  из используемы х величин. В  
пе рвой част и  задан и я идет раздел с орг аниза ц ией вычислений скорости, дав-
ления и сдвиговы х напряж ений на  основе полученног о аналит ичес ко го  реш е-
ния  задачи. Д алее в этом разделе строятся соответствую щ ие графики, а  такж е 
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рассчитываю тся основные характеристики потока  и вы водятся их числовые 
значения. В  конц е этого раздела  строится график завис им о с т и ко эффициент а 
с о п ро т ивления  от числа  Рейнольдса  и, возмож но, других параметров течения. 
В се гра фики долж ны  иметь  удобную  для восприятия размет ку и иметь  п о дри-
с уно чные п о дп ис и. 

В о вт орой част и  задан и я в документе приводится численное реш ение 
полученной  двухточечной краевой  задачи с помощ ью  встроенны х функц ий 
интегрирования задач для обыкновенны х диф ференц иа льны х уравнений или 
уравнений в частных производны х пакета  Mathcad. При выполнении этой  час-
ти задания рекомендуется самостоятельно ознакомиться с примерами, приве-
денными в QuickSheets, и проделать  их в качестве контрольны х тестов. При-
мер выполнения задания в пакете Mathcad приведен в отдельном листинге. 

15. Таблицы нек о т о рых физич еск их сво йств ж идк о с тей (во да) 
№  
п/п Н аименование 

О б о
знач
е-
ние 

Числовое 
значение 

Е диниц а  
измере-
ния 

Приме-
чания 

И сточ-
ник 

1. Плотность  ρ 0.9971⋅103 кг/м 3 Т =300 К [24], [49] 
2. В язкость  µ 0.89⋅10-3 кг/м ⋅с  Т =300 К [24], [49] 
3. К оэффиц иент кинематиче-
ской  вязкости 

ν 0.89310-6 м 2/с   В ычисл. 

4. К оэффиц иент 
поверхностног о натяж ения 

σ 0.0727 н/м   [24] 

5. К оэффиц иент теплового 
объемног о расш ирения 

β 0.00019 К -1  [24], [49] 

6. К оэффиц иент теплопро-
водности 

λ 0.609 Вт /м ⋅К  [49] 

7. Удельная теплоёмкость  сp 0.00418   [24], [49] 
8. Д иэлектрическая прони-
ц аемость  

ε 0.717⋅10-9 Ф /м Т =293 К [24] 

9. М а гнитная прониц аемость       
10. Т емпература  кипения Т кип 373 K При н.у. [24] 
11. Удельная теплота  парооб -

разования 
ξ 2.26⋅106 Д ж /кг   [49] 

12. Т емпература  замерзания Т отв 273 K При н.у.  
 Удельная теплота  плавле-
ния 

ξпл 3.33⋅105 Д ж /кг   [49] 

13. К оэффиц иент сж имаемо-
сти 

κ 0.47⋅10-9 Па -1  [24] 

14. Число Прандтля Pr 7   В ычисл. 
15. М олярная конц ентра ц ия Co 0.556⋅105 м о ль/м 3  А .И .В . 
16. К онстанта  скорости дис-

соц иац ии молекул воды  
k1 2⋅10-5 с -1   

17. К онстанта  рекомбина ц ии 
протонов и ионов гидро-
ксила  

k2 1.3⋅108 м 3/м о ль⋅с    
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16. Лис т инг пак ета Mathcad 
 

Рис 2. И змененние давления вдоль  трубыРис 1. И зменение скорости в сечении трубы .
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Реш ение задач и:

- количество точек вдоль  осевой  коордигатыm 10:=

- количество точек вдоль  радиальной  коордигатыn 10:=

- толщ ина  слоя, мh 1:=

- плотность  воды , кг /м3ρ 1000:=

- коэффиц иент вязкости, кг /м.сµ 0.001:=

рабочее тело         - вода
- давление на  вы ходе из канала , ПаP1 0.999998 105⋅:=

- давление на  входе в канал, Па=н/м2P0 1 105⋅:=

- длина  канала , мL0 1:=

- ш ирина  канала , мr0 0.1:=

Исходные данные:

И .О . Ф амилия 3к. гр. мех 

Лами н арн ое  т е че н и е  жи дкост и  в кругл ой ци л и н дри че ской т рубе
под де йст ви е м  задан н ого пе ре пада давл е н и я
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Рис.3. Проф иль  скорости потока Рис.4. Э пю ра  сдвиговы х напряж ений

τ_w
∆P r0⋅
2 L0⋅

:= - сила  трения на  единиц у площ ади стенки трубы , н/м2τ_w 10 10 3−×=

Re
∆P ρ⋅ r03

⋅

4 µ
2

⋅ L0⋅
:= - число Рейнольдса Re 5 104×=

D π ∆P
2

⋅ r03⋅

12 µ⋅ L0⋅
:= - диссипа ц ия механической  энергии в канале D 0.01=

Cf
64
Re

:= - коэф ф иц иент сопротивления трения Cf 1.28 10 3−×=

λ
96
Re

:= - коэф ф иц иент г идравлического сопротивления тренияλ 1.92 10 3−×=

Анализ по луч енно го  реш ения

∆P P0 P1−:= - перепад давления в трубе, н/м2 ∆P 0.2=

Q
π ∆P⋅ r04⋅

8 µ⋅ L0⋅
:= - расход ж идкости, м3/с Q 7.854 10 3−×=

Uc
∆P r02⋅

8 µ⋅ L0⋅
:= - средняя скорость , м/с Uc 0.25=

Umax
∆P r02⋅

4 µ⋅ L0⋅
:= - максимальная скорость  течения, м/с

Umax 0.5=

k
Umax
Uc

:= - отнош ение максимальной  скорости к среднейk 2=

r 0
r0
n

, r0..:= u r( )
∆P

4 µ⋅ L0⋅
r02 r2−( )⋅:= Przr( )

∆P−
2 L0⋅

r⋅:=
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Re

Чи сл е н н ое  ре ше н и е  задачи  с помощ ью фу н кци и  Odesolve

Given

2t
V t( )d

d

2 1
t t

V t( )d
d

⋅+ 1−

V' 0.00000000001( ) 0 V 1( ) 0

V Odesolve t 1,( ):=
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Рис.3 Профиль скорости течения при численном реш ении

В ы воды :
1. Профиль  скорости является параболическим.
2. Э пю ра  сдвиговы х напряж ения в потоке линейна  и симметрична  относительно оси.
3. Д иссипа ц ия механической  энергии в канале незначительна .
4. Расход ж идкости биквадратичен относительно диаметра  трубы .
5. Падение давления пропорц ионально расходу ж идкости или средней  скорости и      
    обратно пропорц ионально четвертой  степени диаметра  трубы .
6. К оэф фиц иент гидравлического сопротивления совпадает с та бличным значением,  
    взятым из справочника  И дельчика .
7. А налиическое и численное реш ения полностью  совпадаю т.
8. Ф ункц ия работает неустойчиво, так при уменьш ениииш ирины  канала , вязкости       
    ж идкости или увеличении перепада  давления реш ение получить  невозмож но.
9. Н а  основании найденного реш ения затруднительно получить  расчет других              
    параметров
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